1.4 无穷小与无穷大 - 教师版
1. [简单] 概念判断
题目： 判断下列说法是否正确：若f(x)是无穷小量，则1/f(x)是无穷大量。
答案： 不正确。当f(x)=0时，1/f(x)无意义。只有当f(x)是非零无穷小量时，1/f(x)才是无穷大量。

2. [简单] 计算题
题目： 当x→0时，判断x³与x²哪个是高阶无穷小。
答案： x³是x²的高阶无穷小。因为lim(x→0) x³/x² = lim(x→0) x = 0。

3. [简单] 计算题
题目： 求极限：lim(x→∞) 1/x²
答案： 0。当x→∞时，x²→∞，所以1/x²→0，即1/x²是无穷小量。

4. [简单] 计算题
题目： 当x→0时，比较sin(x)与x的阶数关系。
答案： sin(x)与x是等价无穷小。因为lim(x→0) sin(x)/x = 1。

5. [简单] 概念题
题目： 设α(x)=x²，β(x)=x，当x→0时，α是β的几阶无穷小？
答案： α是β的高阶无穷小（二阶）。因为lim(x→0) α(x)/β(x) = lim(x→0) x²/x = lim(x→0) x = 0。

6. [简单] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) (1-cos(x))/x²
答案： 1/2。利用等价无穷小替换：1-cos(x) ~ x²/2，所以原式=lim(x→0) (x²/2)/x² = 1/2。

7. [简单] 判断题
题目： 判断：两个无穷小的和仍然是无穷小。
答案： 正确。设α和β都是x→x₀时的无穷小，则lim(α+β) = lim(α) + lim(β) = 0 + 0 = 0，所以α+β也是无穷小。

8. [中等] 计算题
题目： 当x→0时，确定无穷小量tan(x)-sin(x)关于x的阶数。
答案： 三阶无穷小。tan(x)-sin(x) = sin(x)(1/cos(x)-1) = sin(x)(1-cos(x))/cos(x) ~ x·(x²/2)/1 = x³/2，所以是x的三阶无穷小。

9. [中等] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) (e^x-1-x)/x²
答案： 1/2。利用泰勒展开：e^x = 1 + x + x²/2 + o(x²)，所以e^x-1-x = x²/2 + o(x²)，原式=lim(x→0) (x²/2)/x² = 1/2。

10. [中等] 计算题
题目： 当x→0时，比较ln(1+x)与x的阶数关系。
答案： 等价无穷小。lim(x→0) ln(1+x)/x = lim(x→0) ln[(1+x)^(1/x)] = ln(e) = 1，所以ln(1+x)~x。

11. [中等] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) (arcsin(x)-x)/x³
答案： 1/6。利用arcsin(x)的泰勒展开：arcsin(x) = x + x³/6 + o(x³)，所以arcsin(x)-x = x³/6 + o(x³)，原式=1/6。

12. [中等] 计算题
题目： 设当x→0时，(1+ax²)^(1/3)-1与cos(x)-1是等价无穷小，求常数a的值。
答案： a = -3/2。因为(1+ax²)^(1/3)-1 ~ ax²/3，cos(x)-1 ~ -x²/2，由等价条件得ax²/3 = -x²/2，即a/3 = -1/2，所以a = -3/2。

13. [中等] 计算题
题目： 求极限：lim(x→+∞) x·ln(1+1/x)
答案： 1。令t=1/x，当x→+∞时t→0+，原式=lim(t→0+) ln(1+t)/t = 1。

14. [中等] 证明题
题目： 证明：当x→0时，√(1+x)-1与x/2是等价无穷小。
答案： 证明：lim(x→0) [√(1+x)-1]/(x/2) = lim(x→0) 2[√(1+x)-1]/x = lim(x→0) 2[(1+x)-1]/[x(√(1+x)+1)] = lim(x→0) 2x/[x(√(1+x)+1)] = lim(x→0) 2/(√(1+x)+1) = 2/2 = 1。所以√(1+x)-1 ~ x/2。

15. [中等] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) (tan(x)-x)/x³
答案： 1/3。利用tan(x)的泰勒展开：tan(x) = x + x³/3 + o(x³)，所以tan(x)-x = x³/3 + o(x³)，原式=1/3。

16. [中等] 计算题
题目： 当x→0时，确定无穷小量x-sin(x)关于x的阶数。
答案： 三阶无穷小。利用sin(x)的泰勒展开：sin(x) = x - x³/6 + o(x³)，所以x-sin(x) = x³/6 + o(x³)，是三阶无穷小。

17. [中等] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) [(1+x)^x - 1]/x²
答案： 1。因为(1+x)^x = e^(x·ln(1+x))，而x·ln(1+x) ~ x·x = x²，所以e^(x·ln(1+x))-1 ~ x·ln(1+x) ~ x²，原式=lim(x→0) x²/x² = 1。

18. [困难] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) [ln(1+sin²(x))·tan(x)] / [(e^x-1)·arcsin(x)]
答案： 0。当x→0时，分子：ln(1+sin²(x)) ~ sin²(x) ~ x²，tan(x) ~ x，所以分子~x²·x=x³。分母：e^x-1 ~ x，arcsin(x) ~ x，所以分母~x·x=x²。因此原式=lim(x→0) x³/x² = lim(x→0) x = 0。

19. [困难] 计算题
题目： 求极限：lim(x→0) [x·ln(1+sin(x))] / (1-cos(x))
答案： 2。当x→0时，ln(1+sin(x)) ~ sin(x) ~ x，所以分子~x·x=x²。分母：1-cos(x) ~ x²/2。因此原式=lim(x→0) x²/(x²/2) = 2。

20. [困难] 综合题
题目： 设f(x)在x=0处连续，且lim(x→0) [sin(x)/x² + f(x)/x] = 2，求f(0)和f’(0)。
答案： f(0)=-1，f’(0)=2。由条件知lim(x→0) [sin(x)+x·f(x)]/x² = 2。因为sin(x)=x-x³/6+o(x³)，所以sin(x)+x·f(x)=x-x³/6+o(x³)+x·f(x)=x[1+f(x)]-x³/6+o(x³)。为使极限存在，需要1+f(0)=0，即f(0)=-1。此时sin(x)+x·f(x)=x[1+f(x)]-x³/6+o(x³)=x[f(x)-f(0)]-x³/6+o(x³)=x²·[f(x)-f(0)]/x-x³/6+o(x³)。所以原式=lim(x→0) [x²·f’(0)-x³/6+o(x³)]/x² = f’(0) = 2，故f’(0)=2。

